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オイラーの手紙

これらの丸い図形，いやむしろ
（どのような形を与えようとも
かまわないのですから）空間は，[...]
論理学の中で自慢げに語られ，
多大な苦労をして証明される神秘の全てを，
私たちに明らかにしてくれるのです．

ドイツ王女への手紙，引用者訳，強調 煽ってない?
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論理パズル (1/2) 嘘つきは誰か？

A

「B が嘘つき」

B

「C が嘘つき」

C

「AもBも正直」
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論理パズル (2/2) ベン図で“視覚的に”理解する

A

「B は嘘つき」

B

「C は嘘つき」

C

「AもBも正直」
A B

C

A B

C

A B

C

答え: AとCが嘘，Bが正直
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視点：可能世界↔点

可能世界の配置空間

A

「B は正直」
B

「A は正直」
↔

A B
M1

M2

(注意: 可能世界とモデルを意図的に混同しているが，そこまで悪くない嘘である．)
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視点：矛盾 ⇐⇒ 無

A

「B は嘘つき」

B

「C は嘘つき」

C
「A が正直な
ら B も正直」 矛盾

A B

C

A B

C

A B

C

無
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対応表: 論理と幾何
論理 幾何
命題 (開)部分 (集合)
論理積 共通部分
可能世界 点
論理包含 (幾何的)包含
完全性 点の存在
ブール代数 Stone空間
直観主義 (無限)命題論理 Locale(滑らかな空間)

量化子 層
トポス (理論) トポス (空間)
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論理パズル: この人から1億円もらおう！
絶対約束守るマンがやってきて，言った．

絶

正しいことを言った
ら1000円あげるよ，
けど間違ったことを言っ
たら1000円あげない

どう発言すれば1億円をもらえるか？ (メタ可)
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論理パズル: 普通の解法
答：「あなたは，私に1000円をくれず，かつ1億円もくれない．」

発言の真偽

約束に矛盾

1000円か 1億円もらえる

約束に矛盾 1億円 GET

真

偽

1000円 1億円
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論理の代数 (1/2): ブール代数の定義
パズルを方程式で解こう！
Definition (ブール代数 (雑))

ブール代数とは，足し算と掛け
算ができて a，

x2 = x

を満たすもの．
a環

Example (命題のブール代数)

0 ⊥
p+ q p ̸↔ q
1 ⊤
× p ∧ q

1 + p ¬p
1 + p+ q p↔ q
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論理の代数 (2/2): ブール代数は便利
もらえる額nが満たしてほしい条件：(

n = 103 ↔ 発言
)
= n = 108

1 + n = 103 + 発言 = n = 108

発言 = n = 108 + n = 103 + 1

= n = 108 ↔ n = 103

= n ̸= 103, 108

(cf. string)
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幾何側：発言の無限選択 ↔ Cantor空間の点

2N
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定理: Stone双対
(2Nのように)バラバラでパンパンな空間 1を Stone空間と呼ぶ．

ブール代数 ←→ Stone空間
Theorem (Stone双対)

ブール代数と Stone空間は等価 a．
a反変圏同値

[Sto36], [Joh82]

1totally disconnected compact Hausdorff topological spaceです，すみません
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視点： 可能世界 = 点，再び

ブール代数 B

2 = {⊥,⊤}

命題に真偽値を与える

2N

1

点を選ぶ
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対応表: 論理と幾何
論理 幾何
命題 (開)部分 (集合)
論理積 共通部分
可能世界 点
論理包含 (幾何的)包含
完全性 点の存在
ブール代数 Stone空間
直観主義 (無限)命題論理 Locale(滑らかな空間)

量化子 層
トポス (理論) トポス (空間)
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論理の不満，幾何の不満

Stone双対では論理も幾何も，全然足りない!

論理の不満
量化子∃, ∀がない！

∀x, ∃y, x = y2←欲しい

幾何の不満
空間がバラバラ！

←欲しい
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幾何の不満: 空間がバラバラすぎる！

直観主義論理 繋がった空間
排中律p ∨ ¬pが，空間をバラバラにする

R
¬UU

U ∨ ¬U = R \ {0}
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空間を，開集合=命題で再定義する
Definition (Locale)

Localeとは，(点ではなく)開集合で
定義される空間 a

a厳密には任意 join と有限 meet を持ち，分配法則

a ∧
∨
i

bi =
∨
i

(a ∧ bi)

を満たす順序構造の形式的双対．

繋がった空間にも論理が対応する
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対応表: 論理と幾何
論理 幾何
命題 (開)部分 (集合)
論理積 共通部分
可能世界 点
論理包含 (幾何的)包含
完全性 点の存在
ブール代数 Stone空間
直観主義 (無限)命題論理 Locale(滑らかな空間)

量化子 層
トポス (理論) トポス (空間)
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量化子と 層：コト (2)からモノ (Set)へ!

論理 幾何
コト 命題 開集合
モノ 量化子 層

∃xφ(x), ∀xφ(x)
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トポスは何者なのか

F. W. Lawvere

A. Grothendieck

トポスは
量化子を
扱える論理だ

トポスは
繋がった空間を
扱える幾何だ
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対応表: 論理と幾何
論理 幾何
命題 (開)部分 (集合)
論理積 共通部分
可能世界 点
論理包含 (幾何的)包含
完全性 点の存在
ブール代数 Stone空間
直観主義 (無限)命題論理 Locale(滑らかな空間)

量化子 層
トポス (理論) トポス (空間)
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視点：論理と幾何の対応は奇跡なのか?

具体計算を知れば知るほど奇跡に見えてくるが...

\ =

出典: 国土数値情報（国土交通省）・山口県オープンデータ「熊の目撃情報」，いずれも CC BY 4.0，加工して作成
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