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1 導入
toposの概念は位相空間上の層の圏を一般化して得られた．層の理論において基本的な役割を果たす前層の
層化の概念は前層圏に限らない任意の topos に一般化される．トポスの full subcategory であって埋め込み
が lexな左随伴を持つものは subtoposと呼ばれ，トポス上の lex idempotent monadと対応している．さら
に非自明なことに，subtopos は Lawvere-Tierney topology と呼ばれる topos-internal な様相演算子とも一
対一対応する．
一方，topos E 上の lex comonad Gについても，その (co-)algebraの圏 EG は再び toposになる．このよ
うにして得られる Geometric Morphism E → EG を surjection という．すべての Geometric Morphism は
本質的に一意的な方法で，surjectionと (subtoposの)embeddingの合成へと分解される．
ここで，subtopos と surjection は factorization system の中で対をなす働きをしているように表現した．
しかし，surjectionは subtoposに比べて膨大に存在し得ることに注意したい．subtoposは Lawvere-Tierney

topologyと対応することから，どんな locally small topos (例えば (small site上の)Grothendieck topos)に
対しても small 個しかない．しかし，Set を考えるだけでも Set からの surjection は proper class 個存在し
ている．ここには，対応する (co)monad に idempotent 性が課されているかに関して本質的な違いがある．
subtoposは lex idempotent monadと対応しているのに対して surjectionは lex comonadと対応している．
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Quotient topos は lex idempotent comonad と対応する概念である．Quotient topos がどれだけ多く存
在するか，topos内に対応する構造はあるのか，はまだ未解決であり，Lawvere の OPEN PROBLEMS IN

TOPOS THEORY [9]の (1)として取り上げられている．この文章はこの問題への興味のもとで quotientに
ついて考えたことの記録である．文章構成は考えた時系列のままであり，私ではない人間が体系的に読み進め
ることを想定したものにはなっていない．

2 一貫性のない表記について
導入でも述べたように，この文章は考える時系列に従って書いており，体系的に書かれたものではない．あ
る程度議論を進めたのちに名前がついていることを知る場合など，文章中で同じ概念を別の名前で言及するこ
ともある．それらを列挙しておく．

• quotient, connected geometric morphism

• essential quotient, colevel

• atomic quotient, logical quotient

• 導来亜群，基本亜群
• lax epi, 連結稠密，solid

3 定義といくつかの例
Definition 3.1 (Quotient topos). topos E の quotient toposとは，E の full subcategory E ←↩ Qであって，

• 埋め込みが lex(全ての finite limitを保つ)

• 埋め込みが right adjointを持つ

を満たすものをいう．

E から伸びる Geometric morphism f であって inverse part f∗ が fully faithfulなもの，と言ってもいい．

Example 3.2 (位相群). 位相群 T について，T の台となる (離散位相)群を T δ とかく．T の連続左作用の
topos T Setから T δ の左作用の topos T δ Setへの埋め込みは Quotientになっている．

Definition 3.3 (well-founded quotient). cocomplete topos E について，その well-founded objectからな
る topos Ew.f. からの埋め込みは Quotientである．

4 群作用 toposの Quotient topos

例として，群 Gが与えられた時に Gの左作用の topos G Set := SetG の Quotient topos を決定する．結
論は，全ての Quotient toposは example 3.2 の形で位相群から与えられる，というものである．
まず，準備として位相群の話をする．この文章だけの用語を準備しておく．

Definition 4.1 (簡素位相群). 位相群 T が簡素 (plain)であるとは，T の open subgroupが単位元 e ∈ T の
基本開近傍系をなすことをいう．
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Example 4.2. p進整数の p進距離による位相群 Zp は簡素だが，実数と Euclid距離による位相群 Rは簡素
でない．

Definition 4.3 (正規フィルター). 群 Gについて，その部分群と包含関係のなす順序集合 (完備束になる)を
SubGrp(G)と書く．SubGrp(G)の共役な部分群をとる操作に関して閉じた filterを群 Gの正規フィルター
と呼ぶことにする．つまり，群 Gの正規フィルターとは，SubGrp(G)の部分集合 F であって，以下の 4つ
の条件を満たすものをいう．

• G ∈ F
• 包含関係にある部分群 H ⊂ H ′ ⊂ Gについて，H ∈ F ならば H ′ ∈ F
• H,H ′ ∈ F なら H ∩H ′ ∈ F
• H ∈ F かつ g ∈ Gなら gHg−1 ∈ F

実は，群 G について，G を台にもつ簡素位相群構造と G 上の正規フィルターは一対一に対応し，さらに
G Setの Quotientとも一対一対応する．

Lemma 4.4 (位相群から正規フィルター). 位相群 T について，T の open subgroupの集合 F は T の台と
なる (離散)群 T δ 上の正規フィルターを与える．

Proof. 略．

Lemma 4.5 (正規フィルターから位相群). 群GとG上の正規フィルター F について，F を open subgroup

全体の集合として持つような G上の簡素位相群構造が一意的に存在する．

Proof. Gの部分集合族 U を
U := {gHg′ | g, g′ ∈ G, H ∈ F}

と定める．U を開基とする位相構造を考えれば良い．F は共役な部分群をとる操作で閉じていることを思い
出すと，gHg′ = gg′(g′

−1
Hg′)と変形することで

U = {gH | g ∈ G, H ∈ F}

がわかる．このことを利用すると良い．

Theorem 4.6 (G Setの quotientの決定). 群 Gについて，以下の 4つの構造は一対一に対応する．

1. G Setの Quotient topos*1

2. G Set上の lex idempotent comonad*2

3. G上の簡素位相群構造
4. G上の正規フィルター

Proof. 1と 2の対応は一般的なもの．3と 4の一対一対応は前二つの lemmaから直ちに従う．また，3から
1を作る方法は example 3.2 で紹介している．1から 4を作る方法を記述する．quotient topos G Set ←↩ Q
を任意にとる．ここで，Q は strict な full subcategory であり (Q の対象や射は G Set のものだとしてよく
て)，G Setでの同型類に関しても閉じているものとして考えて良い．

*1 厳密には，埋め込みと整合的な圏同値による同値類
*2 厳密にはその comonadとしての同型類
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第一の考察として，Qは G Setにおける finite limit と任意の small colimitを strictに createする．従っ
て，特に terminal object 2つの直和である，G Setでの subobject classifierを持っている．また pullbackで
も閉じているのでQは subobjectを取る操作で閉じている．従って，Qの対象X に関して，X の各連結成分
もQに入っている．一方，small colimitで閉じているので，Qに入っている連結なGsetの small coproduct

も Qに入っている．ところで，連結な Gsetは Gの部分群H を用いて剰余類 G/H とかける．従って，Qは
次のような Gの部分群の族

FQ := {H ∈ SubGrp(G) | G/H ∈ ob(Q)}

によって決定される．FQ は Q の対象のある元の stabilizer として現れる部分群全体の集合と言っても同じ
ことである．FQ が G 上の正規フィルターなことを証明したい．Q は finite limit で閉じているので，特に
terminal を持ち G ∈ FQ となる．また finite product で閉じているので finite intersection でも閉じている
(stabilizerとして考えると良い)．G/H と G/(gHg−1)は Gsetとして同型なので共役類でも閉じている．最
後に，H ⊂ K ⊂ Gなる部分群の包含関係があり，H ∈ FQ であるとして K ∈ FQ を導く．k ∈ K ごとに，
Sk := H ∩ kHk−1 と定めると Sk 7→ H なる Gset の射 ∗e : G/Sk → G/H と Sk 7→ kH なる Gset の射
∗k : G/Sk → G/H が well-definedにかつ一意的に定まる．Sk ∈ F である．従って

⨿
k∈K

G/Sk G/H

⨿
k∈K ∗e⨿
k∈K ∗k

なる diagramは Qの中に入っており，その coequalizerである G/K も Qに入っている．従ってK ∈ FQ

がわかった．
これらの対応が一対一対応を与えていることは簡単に確認できる．

Corollary 4.7 (位相群作用のトポスの quotient の決定). 位相群 T について，連続な左 T 作用の topos

T Set の quotient topos は，T の open subgruop からなるような T δ 上の正規フィルターと一対一に対応
する．

Proof. T Setの quotient toposは T δ の quotient toposでもあることからわかる．

Example 4.8 (quotient of Z Set). SubGrp(Z) は非負整数と剰余関係のなす完備束 (N, |) と反変同型であ
る．Zはアーベル群であるので，部分群は自身とのみ共役である．従って，Z Setの Quotient topos(および
Z上の簡素位相群構造)は (N, |)の ideal(フィルターの双対概念)と一対一に対応する．その個数は連続体濃
度 2ℵ0 であり，subtoposが自明な 2つしかないことと対照的である．
非負整数全体 I = Nからなる idealに対応する位相群は離散位相であり，対応する quotientは Z Set全体で
ある．一方，I = {1}だと対応する位相群は密着位相であり対応する quotientは Z Set←↩ Set (well-founded
quotient)である．
もう少し興味深い例を挙げる．ideal I = {1, 2, 3, . . . }に対応する位相群は profinite integer Ẑの部分群と
しての位相群 Z であり，対応する quotient は各連結成分が有限な Zset からなる full subcategory である．
この toposは Freydの論文 [5]の前書きにて，IACが満たされないが (文脈上嬉しくないことに)well-founded

でない toposの例として紹介されているものである．また，素数 pごとに，I = {1, p, p2, p3, . . . }なる ideal

が存在し，対応する位相群は p進整数 Zp の部分群としての Zであり，対応する quotientは連結成分の大き
さが pベキであるような Zsetからなる full subcategoryである．

5



Example 4.9 (単項正規フィルター). (section 9 を書くときの追記)

群 G の正規フィルター F であって，フィルターとして単項生成なものを考える．つまり，ある H ∈
SubGrp(G)を用いて

F = H ↑ (:= {H ′ ∈ SubGrp(G) | H ⊂ H ′})

とかけるような F を考える．このような H は F の元全ての共通部分であり (従って一意的に定まり)，F の
正規性から必然的に正規部分群でなければならない．G上の単項正規フィルターは Gの正規部分群と，従っ
て G の剰余群 (の剰余写像と可換な同型類) と一対一に対応する．正規部分群 H で生成されるフィルター
F に対応する G Set の quotient は剰余群 G/H の左作用のトポス G/H Set である．このように，群作用の
剰余トポスは群の剰余を拡張する概念と思うことができる．ちなみに，対応する簡素位相群構造は群準同型
G→ G/H によって離散群G/H の位相を引き戻したものと捉えられる．より詳しい話は exmple 9.8で書く．

5 前層圏間の Quotientを誘導する関手: 連結稠密関手
後に，この章の内容と合致した論文 [1]を見つけた．以下で考える連結稠密関手は，[1]では lax epimorphism

と呼ばれている．
小圏 C,D間の関手 F : C → Dは geometric morphism F∗ : SetC

op

→ SetD
op を誘導する．この geometric

morphismはいつ quotientを与えるのかを考える．つまり，precomposite functor

− ◦ F op : SetD
op

→ SetC
op

が fully faithfulになるための F に関する必要十分条件を考える．

Remark 5.1 (surjectionを与える条件). F : C → D in Cat が surjection F∗ を誘導するための必要十分条
件は D の任意の対象が C の対象 (の F による像)の retractになっていることである．必要性は [10]の 7章
演習の 5番であり，難しくない．十分性は ([10] での言及の通り必要性よりは面倒だが，)d ∈ ob(D) ごとに
Fc→ dの形の射からなる d上の sieve(の characteristic map)に注目すると証明できる．

quotientを与える条件は稠密性を連想させる．小圏 C から locally small category D への関手 F : C → D
が稠密であるとは，restricted Yoneda 関手

D → SetC
op

が fully faithfulなことをいうのであった．米田埋め込みが fully faithfulなことより F が quotientを与える
ためには F が稠密なことは必要条件である*3．
この節の残りでは稠密性を強めた連結稠密性を導入し，F∗ が quotientなこととの同値性を証明する．その
後，稠密性の左Kan拡張 (density comonad)を用いた特徴づけに対応する連結稠密性の特徴づけを紹介する．

Definition 5.2 (F分解). 関手 F : C → D in Catについて，l : d0 → d1 in Dの F 分解とは，c ∈ ob(C)と
f0 : d0 → Fcと f1 : Fc→ d1 の組 (f0, c, f1)であって，l = f1 ◦ f0

d0 Fc d1
f0

l

f1

*3 同値ではない．簡単な反例としては，0点離散圏から 1点離散圏への関手 0 → 1がある．
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なるものをいう．l : d0 → d1の F 分解の圏 FacF (l)とは，lの F分解を対象に持ち，(f0, c, f1)から (f ′
0, c

′, f ′
1)

への射は h : c→ c′ in C であって次の可換性

Fc

d0 d1

Fc′

f1

Fh

f0

f ′
0 f ′

1

を満たすものをいう．

remark 5.1 で言及した F∗ が surjection であるための必要十分条件は，F 分解の言葉で言えば任意の
d ∈ ob(D)について FacF (idd)が空でないことである．今から定義する連結稠密性はこの条件より (当然)強
いものである．

Definition 5.3 (連結稠密性). 関手 F : C → D in Catが連結稠密であるとは，任意の l : d0 → d1 について
FacF (l)が連結である*4ことをいう．

informal には，D 内の任意の “区間” l : d0 → d1 について，区間内の F の像が (存在し)連結だと言って
いる．

Proposition 5.4 (Quotientの誘導の決定). 関手 F : C → D in Catについて，以下は同値．

1. F は連結稠密
2. 誘導される geometric morphism F∗ : SetC

op

→ SetD
op は quotient

3. − ◦ F op : SetD
op

→ SetC
op は fully faithful

Proof. 2と 3の同値性は単に quotientの定義である．1と 3の同値性を証明する．3は − ◦ F op : SetD
op

→
SetC

op とその左随伴 F op
! : SetC

op

→ SetD
op の合成が (counitを介して)idSetDop と自然同型なことと (随伴で

いつもそうであるように)同値である．前層圏 SetD
op からの余連続関手は表現可能関手の行き先のみで決定

する．F op
! は左 Kan拡張で与えられるが，それを coendを用いて書き下すと任意の d0, d1 ∈ D について

∫ c∈C
D(d0, F c)×D(Fc, d1) D(d0, d1)◦

が全単射であることと同値なことがわかる．これは連結稠密性である．

Example 5.5 (離散力学系と可逆性). 加法モノイドの埋め込み準同型 i : N→ Zに誘導される関手

− ◦ iop : SetZ
op

→ SetN
op

は，集合と自己全単射の圏から集合と自己写像の圏への埋め込みとみなせる．これは (直接的にもすぐ
わかるように)fully faithful である．このことを連結稠密性から再確認する．Z の唯一の対象を ∗ と書

*4 連結成分がちょうど 1つであること
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く．n0 + n1 = m0 + m1 なる整数 n0, n1,m0,m1 ∈ Z について，n0 ≤ m0 なら m0 − n0 ∈ N であり，
n0 + (m0 − n0) = m0 かつ n1 = (m0 − n0) +m1

∗

∗ ∗

∗

n1

m0−n0

n0

m0 m1

となる．よって iは連結稠密である．(より詳しくは，任意の l ∈ Zについて Faci(l)は順序集合 (Z,≤)と圏
同型である．)

Example 5.6 (離散力学系と有向グラフ). (section 12を書くときの追記) 圏 Parを，対象を二つ持ち，その
間の並行射と id の計 4つの射をもつ圏とする．

V E

s

t

Par上の前層圏 SetPar
op は有向グラフのなす toposである．F : Par→ Nを，並行射のうち 1つを F (s) :=

0 ∈ Nへ，もう一つを F (t) := 1 ∈ Nへ移すことで定める．関手 F に誘導される関手 SetN
op

→ SetPar
op は，

離散力学系 (X, f : X → X)を，X を頂点集合に持ち f による遷移関係を辺にもつ有向グラフへと移す．実
は F は連結稠密である．例えば，3 ∈ Nについて FacF (3)は次のハッセ図を持つ (連結な)順序集合である．

(0, V, 3) (1, V, 2) (2, V, 1) (3, V, 0)

(0, E, 3) (1, E, 2) (2, E, 1) (3, E, 0)

. . .

上の例と合わせて，有向グラフのトポス SetPar
op は，Z Set の quotient topoi を全て quotient として持ち，

少なくとも連続体濃度個の quotient toposを持つ．

Remark 5.7 (加群との類似). 前の Exampleも，Proposition 5.4の証明における coendの表記も，テンソ
ル積を連想させる．可換環 A,B とその間の環準同型 f : A→ B について，誘導される加群圏の間の関手

f∗ : BMod→ AMod

が fully faithfulになるためには，B を A加群とみなしたときの次の射 (counit)

B ⊗A B → B

が同型になること*5が必要十分である．このことは Proposition 5.4 と同じ方法で証明できる．(2022/02/25

追記): 非可換でも，f : epicまで含めて同値性が成立する．See [13].

(section 12を書くときの追記) この加群との類似は特に [3]での solid ringを見るとよい．

*5 テンソル積が可換環の圏における pushoutであることに注目すれば，単に f が epicであるということ
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Example 5.8 (連結トポス). 任意の cocomplete topos E について，geometric morphism E → Set(の同型
類)はちょうど 1つ存在する．この射が quotientを与えるとき，E は連結トポスであると言われる．小圏 C に
ついて SetC

op が連結トポスであることは C が連結であることと同値である．このことを連結稠密性から再確
認する．唯一の geometric morphism ∆ : SetC

op

→ Setは関手 ! : C → 1に誘導される．1の唯一の射 id∗ に
ついて，Fac!(id∗) ∼= C であるから，! : C → 1が連結稠密であるのは C が連結であることと同値である．

Example 5.9 (群準同型). (section 10を書くときの追記) 群準同型 φ : G→ G′ が連結稠密である必要十分
条件は全射群準同型 (関手として full)なことである．

Example 5.10 (関手の直和). (section 10を書くときの追記) 関手の族 {fλ : Cλ → Dλ}λ∈Λ について，直和
の間に誘導される関手 ⨿

λ∈Λ

fλ :
⨿
λ∈Λ

Cλ →
⨿
λ∈Λ

Dλ

を考える．このとき，⨿
λ∈Λ fλ が連結稠密であることと，任意の λ ∈ Λについて fλ が連結稠密であることは

同値である．例えば，任意の圏 C について，連結成分のなす集合 (を離散圏とみなしたもの)π0(C)への標準的
な関手 C → π0(C)は連結稠密である．別の例では，Groupoid間の関手 F : G→ G′ が連結稠密であるのは，
F が連結成分の間に一対一対応を与えており，さらに F が fullなときである．

ここからは，連結稠密性の左 Kan拡張を用いた特徴づけに話を移す．関手 C → D が稠密であることは，

C D

D

F

F idD
idF

が各点左 Kan拡張であることと同値であった．実は，連結稠密性はこの左 Kan拡張が (CAT内で)絶対 Kan

拡張であることと同値である．ここで，絶対 Kan 拡張は 2-category of locally small categories での絶対
Kan拡張のことを指す．つまり，任意の locally small categoryへの関手によって保存される Kan拡張のこ
とを指す．

Proposition 5.11 (連結稠密性と絶対 Kan拡張). 関手 F : C → D in Catについて，以下は同値

1. F : C → D は連結稠密
2. F op : Cop → Dop は連結稠密
3. 任意の関手 A : D → Setについて

C D Set

D

F

F

A

idD
idF

は右 Kan拡張
4.

C D

D

F

F idD
idF

は絶対右 Kan拡張
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5.

C D

D

F

F idD
idF

は絶対左 Kan拡張

Proof. 1と 2の同値性は連結稠密性の定義から直接確かめられる．2と 3の同値性は，2は Proposition 5.4

より − ◦ F : SetD → SetC とその右随伴についての unitが isoなことと同値であり，それを書き下したもの
が 3であることからわかる．3と 4の同値性は，3⇒4が非自明だが，(各点 Kan拡張の公式を考えれば)一般
的な文脈で証明できる．2と 4の同値性から，1と 5の同値性もわかる．

重要なところをまとめておく．

Theorem 5.12 (前層圏に quotientを誘導する関手). 関手 F : C → D in Catについて，以下は同値

1. F : C → D は連結稠密
2. F op : Cop → Dop は連結稠密
3. 誘導される geometric morphism F∗ : SetC

op

→ SetD
op は quotient

4. − ◦ F op : SetD
op

→ SetC
op は fully faithful

5.

C D

D

F

F idD
idF

は絶対左 Kan拡張

6 連結トポス
この節では Set への quotient を考える．Example 5.8 でも言及したように，トポス E から Set への

geometric morphismは (E が cocompleteなら存在し，さらに)存在すれば一意的である．これを ∆E : E →
Set と書く．以下で見るように，∆E が quotient であることは E の連結性に対応する．(quotient を与える
geometric morphismのことを connected geometric morphismという)

まず，トポスの連結性を定義する．位相空間X 上の層のトポス Sh(X)において，terminalの subobjectは
X の開集合と対応していた．連結トポスの定義は位相空間の連結性を (安直に)トポスに拡張したものである．

Definition 6.1 (連結トポス). (elementary) topos E が連結であるとは，non-degenerate topos であって，
1E の subobject 0E < S0, S1 < 1E であって，S0

⨿
S1
∼= 1E なるものが存在しないことをいう．

Example 6.2 (位相空間上の層のトポス). 位相空間 X について，Sh(X) が連結トポスであることと X が
(位相空間として)連結であることは同値である．

(locally small) category の対象一般について，連結性は次のように定義されていた．
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Definition 6.3 (連結対象). 圏 C の対象 c ∈ C (であって C(c,−) : C → Setが存在するもの*6)が連結対象
であるとは，C(c,−) : C → Setが任意の small coproductを保つことをいう．

Topでの連結対象は普通の意味の連結な位相空間である．
次は，[7]の Exercise 4.8(に少し書き加えたもの)である．

Theorem 6.4 (連結性と quotient). non-degenerate topos E であって ∆E : E → Setを持つものについて，
以下は同値．

1. ∆E : E → Setは quotient

2. ∆E
∗ : Set→ E は full

3. E は連結
4. E は非自明な直和分解を持たない．つまり，topoi E0, E1 について E ∼= E0 × E1 なら，E0, E1 のうち少
なくとも一方は degenerate toposである*7．

5. ∆E∗ : E → Setは coproductを保つ
6. terminal object 1E は連結対象である．

Proof. 1 =⇒ 2 は quotient の定義から簡単．2 =⇒ 3 は E(∆E
∗1,∆E

∗2) ∼= E(1E , 1E + 1E) を考えると良
い．3 と 4 の同値性は，3 =⇒ 4 は (1E0

, 0E1
) + (0E0

, 1E1
) = 1E0×E1

から，4 =⇒ 3 は S0 + S1 = 1E なら
E ∼= E/S0 ×E/S1 からわかる．3 =⇒ 5は，E(1E ,−)で保たれない coproductから 1E の非自明な直和分解が
得られることからわかる．5と 6の同値性は ∆E∗ ∼= E(1E ,−)からわかる．5 =⇒ 1は，unit

Set Set

E

idSet

∆E
∗ ∆E∗

η

が isoなことを見れば良い．5を仮定すれば上の三つの関手は (terminal と)全ての small coproduct を保つ
ので ok．

7 well-founded quotient

topos を集合論の宇宙との類似で捉えた際の well-foundedness を考える．つまり，全ての対象が von

Neumann hierarchyの中に現れるという条件を考える．

Definition 7.1 (von Neumann hierarchy in topos). cocomplete topos E について，その von Neumann

hierarchy とは，次の式でに超限再帰的に定義された順序数 α に添字づけられた E の対象の族 Vα のことを
いう．

Vα := P

⨿
β<α

Vβ


ここで，P は power objectを表す．

*6 C が locally smallなら十分
*7 topoiの圏としての直積は，geometric morphismの意味では直和である．従って，この条件は非自明な直和分解を持たないとい
う普段の連結性である．
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ここで，空な直和は initial object のことと解釈している．つまり，V0 = P(0) ∼= 1E である．また，
V1
∼= P(1E) ∼= ΩE は E の subobject classifierである．

Definition 7.2 (well-founded object, topos). cocomplete topos E について，

• E の対象 X が well-founded であるとは，順序数 α が存在し X が Vα の subobject になること*8を
いう．

• E が well-foundedであるとは，E の全ての対象が well-foundedであることをいう．

Definition 7.3 (well-founded quotient). Ew.f. は well-foundedな objectからなる E の full subcategoryを
表す．

Lemma 7.4 (well-foundednessを保つ演算). cocomplete topos E について，

1. 0E : well-founded

2. 1E : well-founded

3. ΩE : well-founded

4. X : well-foundedなら X の subobjectも well-founded

5. X : well-foundedなら X の quotient*9も well-founded

6. X : well-foundedなら P(X)も well-founded

7. X,Y : well-foundedなら XY も well-founded

8. well-founded objectの small limitは well-founded

9. well-founded objectの small colimitは well-founded

Proof. 2,3,4,1,6,5,9,8,7の順に証明するとよい．1,2,3,4は well-foundedの定義から直接わかる．6は ∃に関
する Beck-Chevalley condition を考えればよい．5 は 6 と (contravariant) powerset functor を考えるとよ
い．9は coproductと coequalizerについて示せばいい．5より coequalizerは ok．coproductも (indexに関
して多少技巧的な調整をして)

⨿
β<α Vβ の形の対象に埋め込み，最後には monic { }A : A ↣ P(A)で Vα に

埋め込めば良い．8は 9と同様に productについて示せばいいが，9を利用すればわかる．7は monic (−)Y

は右随伴なのでmonic { }X : X ↣ P(X)をmonic XY ↣ P(X)
Y ∼= P(X × Y )へと移す．あとは 4,6,8を

利用すればわかる．

Remark 7.5 (Grothendieck topos はいつ well-founded か). 集合論との関係で，Grothendieck topos

Sh(C, J)がいつ well-foundedであるかには興味がある．当然，全ての表現可能関手 yc の層化が well-founded

であることは必要条件であるが，任意の層はこれらの colimitとしてかけるので上の lemmaより実は必要十
分である．例えば，全ての localic Grothendieck topos (Cohen topos含む)は well-foundedである．

Proposition 7.6 (well-foundedness の特徴づけ). cocomplete topos E について，well-founded object 全
体のクラス ob(Ew.f.)は，以下の三つの操作で閉じた ob(E)の部分クラスのうち最小のものである．

• power object

• small coproduct

*8 単に monic X ↣ Vα が存在すること
*9 単に X からの epimorphismを持つ対象のこと
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• subobject

Proof. まず，空な図式の coproduct は initial object なので，空なクラスは許されないことに言及してお
く．三つの操作で閉じていることは上の lemmaからわかる．最小性は well-founded object の定義からわか
る．

geometric morphism f : E → F が atomic であるとは，inverse image part f∗ : F → E が logical

morphismなことをいうのであった．

Theorem 7.7 (well-founded subcategory は最小の atomic quotient). cocomplete topos E について，埋
め込み E ←↩ Ew.f. は atomic な connected geometric morphism (quotient) を与える．さらに，atomic な
quotientの中で最小である．

Proof. 埋め込みが lexなことは lemmaからわかる．最小性は上の propositionからわかる．埋め込みが左随
伴を持つことを示せば良い．E : cocomplete と lemma の 9 番より，任意の対象 X ∈ E は well-founded な
subobjectの中で最大のもの Xw.f. ↣ X を持つ．well-founded objectの quotientは再び well-foundedだっ
たので，well-founded objectから X への射の imageは Xw.f. 以下である．従って，Xw.f. ↣ X は埋め込み
E ←↩ Ew.f. に関する普遍射である．

8 hyperconnected geometric morphism

群作用の topos の quotient も，cocomplete topos の well-founded quotient も，埋め込み E ←↩ Q の右
随伴は「Q に入っている部分対象の中で最大のもの」という形で与えられていた．性質の良い最大部分対象
が右随伴を与えるという現象は (良い分解系と一般随伴関手定理からさまざまな文脈で導出できる背景もあ
り)coreflective subcategory ではよく見かけるパターンである．このパターンに当てはまる quotient につい
て考えていく．
とりあえず，well-founded quotientのケースを一般化しておく．

Proposition 8.1 (quotientの構成方法の一つ). locally small cocomplete topos E と，E の full subcategory

Qについて，Q(の essential image)が

1. small coproduct

2. quotient

3. finite limit

で閉じているなら，埋め込み E ←↩ Qは右随伴をもち，Qは E の quotientを与える．さらに，対応する lex

idempotent comonad Gの counit εX : GX → X (随伴の counitと言っても同じ)は monicであり，X の部
分対象で Qに入っているものの中で最大のものを与える．

Proof. 単に手間の問題で，Qは同型で閉じた E の strictな full subcategoryだとして示す．これは埋め込み
の essential imageとQの圏同値を考えれば直ちに正当化される．一般随伴関手定理を用いる．まず，1,2より
Qは cocompleteで埋め込み関手はそれを保存する．solution set condition を確認する．任意に E ∈ ob(E)
を取る．SQ := {M ↣ E ∈ SubE(E) |M ∈ ob(Q)}は (適切に同型類から代表元を取れば)smallで，Q ∈ Q
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からの任意の射 f : Q → E は image factorizationを考えることで，2より SQ のうちどれかを経由する．3

より，埋め込み関手は lexなので Qは E の quotientを与える．GE が Qに入っている最大の部分対象であ
ることは，εE : GE → E の epi-mono分解の mono部分が unitの普遍性を満たすことからわかる．

quotientがこの形で得られるとは限らない．

Example 8.2 (この形で得られない quotient). 連結な位相空間X について，∆ : Sh(X)→ Setは quotient

を与えていた．しかし，∆∗ の essential imageが quotientで閉じているのはX が密着位相であるときのみで
ある．

従って，この構成で得られる quotient は quotient のうち特別なクラスをなしている．調べてみると，
hyperconnected geometric morphismという名前がついていて，理論的にも重要な役割を持っていた．
hyperconnected geometric morphism を定義する前に，subquotient という用語を明確にしておく．対象

Qが対象 X の subquotientであるとは，X の subobjectから Qへの epimorphismが存在することをいう．

Definition 8.3 (hyperconnected morphism). geometric morphism f : E → F が hyperconnected であ
るとは，inverse image part f∗ が fully faithful であり (つまり F は E の quotient であり)，さらに f∗ の
essential imageが subquotientで閉じていることをいう．

hyperconnected であることの特徴づけはいろいろと知られていて，次の定理は [6] の A の Proposition

4.6.6(に少し書き加えたもの)である．

Theorem 8.4 (hyperconnectedの同値条件). geometric morphism f : E → F について，以下は同値．

1. f は hyperconnected

2. f は quotientを与え，f∗ の essential imageは subobjectで閉じている
3. f は quotientを与え，f∗ の essential imageは quotientで閉じている．(つまり，Proposition 8.1で
構成される)

4. 随伴 f∗ a f∗ の unitも counitも monicである．
5. f は quotientを与え，対応する lex idempotent comonadの counit G→ idE は monicである．
6. counit εE : f∗f∗E → E は，E の subobjectであって f∗ の (essential) imageに入っているものの中
で最大のものである．

7. f∗ は subobject classifierを保存する
8. f∗ が各対象 X ∈ ob(F)ごとに誘導する束準同型 f∗ : SubF (X)→ SubE(f

∗X)は同型である．

hyperconnected geometric morphismは，localic geometric morphismと共に Geometric morphismの直
行分解系を与える．

Definition 8.5 (localic geometric morphism). geometric morphism f : E → F が localicであるとは，E
の任意の対象がある F の対象 F の f∗ による像 f∗F の subquotientであることをいう．

Example 8.6 (前層圏). 関手F : C → D in Catについて，誘導される geometric morphism SetC
op

→ SetD
op

が localicであることと F が faithfulなことは同値である．

Example 8.7 (embedding). geometric morphism f : E → F は embedding(f∗ が fully faithful) なら f∗
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が essentially surjectiveなので localicである．

Example 8.8 (合成). localic geometric morphismは合成で閉じている．前 2つの例より，任意の位相空間
( or locale)X について，Sh(X)→ Setは localicである．

次の分解は [6]の Aの Theorem 4.6.5である．

Theorem 8.9 (hyperconnected-localic factorization system). 任意の geometric morphism f : E → F
は，hyperconnected geometric morphism q : E → Q と localic geometric morphism l : Q → F の合成
E → Q → F へと up to natural isoで uniqueに，up to natural isoで分解される．

Example 8.10 (関手に誘導される Geometric morphism の分解). 関手 F : C → D in Cat は full and

bijective on objects functor G : C → G と faithful functorH : G → D に分解される．この分解に誘導され
る geometric morphismの分解は hyperconnected-localic factorizationである．

Example 8.11 (quotientの分解の例). 圏 Parを，対象を二つ持ち，その間の並行射と id の計 4つの射を
もつ圏とする．Par上の前層圏 SetPar

op は有向グラフのなす toposである．Parは連結圏なので ! : Par→ 1

の誘導する geometric morphism ∆ : SetPar
op

→ Set は quotient である．∆ の hyperconnected-localic

factorization を考える．(一般の関手 (in Cat) でできるように)Par → 2 → 1 という full and bijective

on objects functor と faithfull functor への分解に誘導される SetPar
op

→ Set2
op

→ Set が求めている
hyperconnected-localic factorization である．ここで，2は対象を二つ 0, 1もち非自明な射を一つ 0 → 1を
もつ圏である．Set2

op は写像のなす topos と言ってもよく，Sierpiński space 上の層の topos と言ってもい
い．有向グラフの topos SetPar

op の full subcategory として考えれば，Set は全ての対象にループ (自己辺)

がちょうど一つあり，辺はそれ以外に存在しないような有向グラフのクラスに対応する．Set2
op は，それらの

subquotientとかける有向グラフ，つまり任意の辺がループであるような有向グラフのクラスと対応する．

Example 8.12 (上の例の一般化). 任意の小圏 C について，前順序集合 PC を次のように定義する．PC の元
は C の対象であって，順序 X ≤ Y は射 X → Y の存在で定義する．また，圏 C の連結成分の集合を π0(C)
と書く*10．自然な関手 C → π0(C)は連結稠密である．よって，誘導される SetC

op

→ Setπ0(C)(op) は quotient

である．この hyperconnected-localic factorizationは SetC
op

→ SetP
op
C → Setπ0(C)(op) で与えられる．

Remark 8.13 (surjective-embedding factorization との比較). geometric morphism の分解としては
surjection-embedding が有名だが，全ての quotient は surjection なので quotient に関しては非自明な分
解を与えてくれない．

9 hyperconnectedより狭いクラス
前の節で，特別な構成方法で得られる quotient のクラスとして hyperconnected を導入した．具体例とし
ては群作用のトポスの quotient や well-founded quotient を挙げていた．しかしこれらの quotient は単に
hyperconnectedというには性質が良すぎる．hyperconnectedよりさらに狭い quotientのクラスを考える．
hyperconnectedは，geometric morphismの direct image partが subobject classifier を保つことと同値

*10 対象の集合はそのままで，連結性の同値関係を考える方が自然 (だと個人的には考えている)．
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であったが，これからは左随伴が subobject classifierを保つ条件を考える．hyperconnectedというネーミン
グ (のダサさ)をリスペクトして superconnectedと呼ぶことにする．

Definition 9.1 (superconnected). quotient(connected) geometric morohism f : E → Q が supercon-

nectedであるとは，f∗ : Q → E が subobject classifierを保存することをいう．

Example 9.2 (Boolean topos の Quotient). Boolean topos E からの quotient(connected) geometric

morohism f : E → Qは superconnectedである．このことは，E の subobject classifierは terminal object

2つの直和であり，f∗ は全ての finite limit(特に terminal)と finite colimit(特に有限直和)を createするこ
とからわかる．

Example 9.3 (群作用トポスの quotient). 群作用トポスは Booelanなので上の例の特別な場合であり，群
作用トポスの Quotientは全て superconnectedである．

群作用トポスの quotientを決定するときの議論は，まず Booleanから superconnectedであることを証明
し，そこから hyperconnectedなものしかあり得ないと結論付けた．一般的な文脈でこのことを明記しておく．

Proposition 9.4 (super =⇒ hyper). superconnected geometric morphismは hyperconnectedである．

Proof. f : E → Q が superconnected なら，f∗ は pullback を create するので Q(の f∗ による essential

image)は subobjectで閉じている．Theorem 8.4 の 2番の条件より f は hyperconnected．

さらに，well-founded quotientはさらに atomicであることも観察していた．atomic connectedなら定義
より直ちに superconnectedである．従って次の関係にある．

atomic connected ⊂ superconnected ⊂ hyperconnected ⊂ connected

これらは，どの二つも同値ではない．

atomic connected ⊊ superconnected ⊊ hyperconnected ⊊ connected

これらの分離をする．Theorem 6.4 で，cocomplete topos E について ∆ : E → Set が connected であ
る (i.e. quotient を与える) ことと topos E が connected なことは同値なことを見た．hyperconnected,

superconnectedに対応する命題を見ていく．

Theorem 9.5 (∆の各種連結性). ∆ : E → Setを持つ topos E について，

1. ∆: connected ⇐⇒ E : connected
2. ∆: hyperconnected ⇐⇒ E :two-valued
3. ∆: superconnected ⇐⇒ E : connected かつ Boolean

Proof. 1はすでに Theorem 6.4でみた．2を示す．∆が hyperconnectedなことは，Theorem 8.4の 7番の
条件を考えると，∆∗ ∼= E(1E ,−)が subobject classifierを保存すること，つまり E(1E ,ΩE)が 2元集合である
ことと同値であり，これは two-valued toposの定義そのものである．最後に，3を証明する．∆∗が subobject

classifierを保つことは，E の subobject classifierが terminal 2つの直和であることであり，Booleanと同値
である．
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これで，右 2つの包含関係が真の包含であること

atomic connected ⊂ superconnected ⊊ hyperconnected ⊊ connected

は次のように直ちにわかる．

Example 9.6 (位相空間上の層の圏の場合). 連結だが密着位相ではない位相空間X について，∆ : Sh(X)→
Setは connectedだが hyperconnectedでない．

Example 9.7 (前層圏の場合). 小圏 C について，SetC
op

→ Set が hyperconnected であることは，C が
strongly connectedである (任意の (X,Y ) ∈ (ob(C))2 について射 X → Y in C が少なくとも 1つ存在する)

ことと同値である．connectedだが strongly connectedでない小圏 C についての SetC
op

→ Setは connected

だが hyperconnected でない．例えば有向グラフのトポス Set2
op から Set への geometric morphism は

connectedだが hyperconnectedでない．
また，前層圏 SetC

op が Booleanであることは C が groupoidであることと同値だったので，SetC
op

→ Set

が superconnected であることは，C が連結な groupoid であること，つまり群と圏同値なことである．従っ
て，Groupoid ではないが strongly connected な圏 C については SetC

op

→ Set は hyperconnected だが
superconnected ではない．例えば C としては群でないモノイド (例えば加法モノイド (N, 0,+)) や，空でな
い有限順序数と順序保存写像の圏 ∆などがあり得る．

最後に，
atomic connected ⊊ superconnected

の分離をする．

Example 9.8 (群作用トポスの atomic quotientの決定). 群準同型 φ : G → H について，誘導される関手
H Set → G Set は logical であり，ゆえに誘導される Geometric Morphism G Set → H Set は atomic であ
る．φ : G → H が全射なら連結稠密であるので，全射群準同型 φ : G → H に誘導される G Set → H Setは
atomic quotientである．
実は，G Setからの atomic quotientはこの形に限られる．section 4を前提にこのことを確かめる．G Set

の atomic quotient G Set → Q をとる．Q に対応する G 上の正規フィルターを F と書く．example 4.9

より，F が単項生成であることを確認すればいい．F が単項生成であるためには，F が (有限個とは限
らない)intersection で閉じていることが必要十分である．[6] の A の Corollary 2.2.10 によると，logical

morphism は右随伴を持つとき，その時に限り左随伴を持つ*11．従って，atomic quotient G Set → Q の
inverse image part G Set ←↩ Qは (左随伴であるので)右随伴でもあり，全ての limit を保存し，(reflective

なので)全ての limitを createする．従って，F の元の任意の族 {Hλ}λ∈Λ について，
∏
λ∈Λ

G/Hλ はQに入っ

ており，(Hλ)λ∈Λ の stabilizerである
∩
λ∈Λ

Hλ は F に入っている．

これで，G Set の atomic quotient (と essential quotient) は群 G の剰余群のみから与えられていること
がわかった．例えば，example 4.8 で挙げた，各軌道が有限な Zset からなる Z Set の quotient topos は
superquotientだが atomic quotientではない (し，essential quotientでもない)．

*11 2022/01の私はまだこのことを証明したことがない．後でする．この exampleの内容自体は exponentialを計算することでもっ
と初等的に (しかし煩雑に)証明した．
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10 連結稠密性の性質: cancellation propertyの利用
Grothendieck toposの quotientがどれだけあるか，という元の問題を考えるために，特別な場合として小
圏 C からの連結稠密関手はどれだけあるかを考えてみたい．そのために，連結稠密関手の性質を詳しく見て
いく．
cancellation propertyについて用語を準備しておく．

Definition 10.1 (cancellation property). 圏 C と，C の射のクラスの部分クラス E ⊂ Mor(C)について，E
が cancellation propertyを持つとは C 内の任意の可換な三角形

X

Z

Y

f

g0

g1

について，f ∈ E なら g0 ∈ E ⇐⇒ g1 ∈ E となることをいう．

Example 10.2 (Setでの全射とその一般化). Setにおいて，全射からなるクラス E は cancellation property

をもつ．より一般に，任意の圏 C について，epi 射全てからなる射のクラス E は cancellation property を
もつ．別方向の一般化として，圏 C の直交分解系 (orthogonal factorization system)(E,M) について E は
cancellation propertyをもつ．

Example 10.3 (cancellation propertyの引き戻し). 関手 F : D → C と C の cancellation propertyをもつ
クラス E について，F : Mor(D) → Mor(C)による E の逆像 F−1(E)も cancellation property をもつ．例
えば，concrete category U : C → Set について，C の射 f であって台となる写像 Uf が全射なもの全体は
cancellation propertyをもつ．

Proposition 10.4 (quotientに関する cancellation property). 以下の射のクラスは cancellation property

をもつ．

1. toposと geometric morphismのなす (1-)圏における connected morphisms

2. toposと geometric morphismのなす (1-)圏における hyperconnected morphisms

3. Catにおける連結稠密関手

Proof. それぞれ，安直に計算すればわかるので略す．3は 2を引き戻せば良い．

言葉を一つ明確にしておく．圏 C と cancellation property をもつ E ⊂ C について，自己関手 F : C → C
が E を保存するとは，E の元を E の元に送ることをいう．

Lemma 10.5 (E 保存関手の変換). 圏 C と cancellation property をもつ E ⊂ Mor(C) と自己関手 F,G :
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C → C と自然変換 η : F ⇒ Gを考える.

C C
F

G

η

F が E を保存し，さらに η の任意の componentが E に入っているなら，Gも E を保つ．

Proof. F が E を保存し，さらに η の任意の componentが E に入っているとする．この時，f : X → Y in

E を任意にとる．
FX FY

GX GY

Ff

ηX ηY

Gf

において，Ff, ηX , ηY は E に入っているので，E の cancellation propertyより Gf も E に入っている．

この Lemmaを利用して，連結稠密関手についてわかることを見ていく．Lemmaにおいて，C として Cat

を考え，F として idCat を考える．さらに，C の reflective subcategory Dであって，その unit η が連結稠密
なものを考える．そのことによって，Dに入っている特別なクラスの圏の間の連結稠密関手の情報を，全ての
圏についての情報に変換する．

Example 10.6 (Set ↪→ Cat と連結成分). 集合を離散圏とみなす埋め込み関手 Set ↪→ Cat は，連結成
分の集合をとる関手 π0 : Cat → Set を左随伴にもつ．unit ηC : C → π0(C) は連結稠密である. 従って，
π0 : Cat→ (Set→)Cat は連結稠密性を保つ．集合 (離散圏)S, T 間の写像 (関手)f : S → T が連結稠密であ
るのは，f が全単射であるときである．従って，任意の連結稠密関手 F : C → D は，連結成分の間に全単射
π0(F ) : π0(C)→ π0(D)を誘導する．

C D

π0(C) π0(D)

F

ηC ηD

π0(F )

∼=

Example 10.7 (Groupoid ↪→ Cat と “導来亜群”). Groupoid ↪→ Cat は左随伴 D : Cat → Groupoid を
もつ．[2]の 5.2節や [11]の Example 4.1.15. を見ると良い．D(C)のことを，C の導来亜群と呼ぶことにす
る*12．unit ηC : C → D(C)が連結稠密なことは，D(C)の構成方法と連結稠密性の定義に沿って確かめること
ができる．従って，連結稠密関手 F : C → D が誘導する導来亜群間の関手 D(F ) : D(C)→ D(D)も連結稠密
である．

C D

D(C) D(D)

F

ηC ηD

D(F )

Groupoidの間の関手が連結稠密になるのは，連結成分の一対一対応を与えるような full functorであるとき
だった (Example 5.10)．

*12 [11] の Example 4.1.15. によれば，category of fraction とも呼ばれているらしい．亜群化と呼びたくなるかもしれないが，
Groupoid ↪→ Catは右随伴 (maximal groupoid)も持っており，曖昧さが残るので避けた．
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11 導来亜群についての詳細
前節の example 10.7 において，導来亜群を考えるモチベーションを得たので，この節で詳細に論じてい
く．連結稠密関手 F : C → D の誘導する導来亜群の間の関手 D(F ) : D(C) → D(D)は fullかつ bijective on

connected componetsであった．よって，スケルトンの間に誘導される関手 skD(F ) : skD(C) → skD(D)は
いくつかの全射群準同型の (圏 Groupoidでの)直和になる．特に skD(D)の大きさ*13は skD(C)の大きさ以
下である．
この事実を応用して，与えられた小圏 C からの連結稠密関手の個数を上から抑えたいと安直に考えるかもし
れない．しかし，以下で見るように導来亜群をとる操作はスケルトンの大きさに関する情報量を大きく損なっ
ていて，このアイデアは安直には実現しない．
理論的な話に入る前にいくつかの例をみる．

Example 11.1 (連結圏の導来亜群). 圏 C が連結圏なら，導来亜群 D(C)は連結な groupoidであり，従って
群と圏同値である．D(C)と圏同値な群を導来群と呼ぶことにする．モノイドM について，M の導来 (亜)群
D(M)はM の自然な群化，つまり Group→ Monoidの左随伴によるM の行き先，と一致する．例えば加法
モノイド Nの導来群は Zである．

Example 11.2 (有向グラフ上の自由圏). 有向グラフ I について，I 上の自由圏上の導来亜群は，I 上の自由
な Groupoid(Groupoid→ Cat→ DirGraphの左随伴)と一致する．

この例に示唆されて，導来亜群のことを圏の基本亜群のように取り扱うことにする．簡単な場合として単連
結性について議論しておく．

Definition 11.3 (単連結圏). 圏 C が単連結であるとは，導来亜群 D(C)が terminal category 1と圏同値な
こと D(C) ' 1をいう．

Lemma 11.4 (単連結性の十分条件). 圏 C について，idC : C → C が coneを持つなら C 単連結である．

Proof. idC : C → C が cone α

C C

1

idC

! c
α

を持つとき，関手 ηC : C → D(C)は次の自然変換 ηC(α)

C D(C)

1

D(C)

ηC

ηC

c

!

ηC(α)

を誘導する．ここで，Proposition 5.11 より，ηC の自身に沿った Kan拡張は idD(C) で与えられる．Kan拡

*13 大きさは安直な，射全体の集合の濃度を意味する
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張の普遍性より，
C D(C)

1

D(C)

ηC

ηC

c

!

idηC

idD(C)

β

と自然変換 β が伸び，結果として idD(C) : D(C) → D(C) は cone を持つ．identity が cone を持つような
groupoidは 1と圏同値なものしかなく，結果として C は単連結である．

Example 11.5 (単連結圏の例: initial object). 例えば，initial objectを持つ圏は単連結である．有限集合
の圏 FinSetは単連結である．双対的に，terminal objectを持つ圏も単連結なので simplex category ∆も単
連結である．さらに，空でない任意の順序数 αは順序集合として圏とみなすと (最小元を持つので)単連結で
あり，単連結圏は圏同値類を同一視しても真クラス個存在している．

Example 11.6 (単連結圏の例: 吸収元). モノイドM について idM の coneとは，モノイド理論の言葉で言
えば右吸収元のことである．z ∈M が右吸収元であるとは，任意の s ∈M について

s ∗ z = z

となることを言うのであった．例えば，任意の環 Rについて，Rの乗法に関するモノイドは 0R を (右)吸収
元に持つので単連結である．

Example 11.7 (連結稠密関手の非存在). Example 8.11 では，連結稠密関手 Par→ 2を考えた．では，逆
向きに連結稠密関手は存在するだろうか．Parの導来群は Zであり，2の導来群は 1であるのでもし連結稠密
関手 2→ Parが存在すれば全射群準同型 1→ Zが誘導されることになり矛盾する．この証明は，ブラウアー
の不動点定理の基本群による証明と類似していて，導来亜群と基本群の類似を強調している．

12 prequotientの完備束
与えられたトポス E について，E の quotient たちは包含関係によって順序集合 (順序クラス) をなす．こ
の順序集合の構造について多少知っておきたい．しかし，quotient の順序構造は安直には調べにくい (と
2022/01 の私が感じた) ので，quotient を広げた prequotient と呼ばれる範囲で考えてみる．2022/01 の私
は，quotientと prequotientが実は一致しているか証明も反証もできていない．

Definition 12.1 (prequotient). topos E の prequotient とは，E の replete full subcategory E ←↩ Q で
あって，

• 全ての finite limitを createする．
• E のもつ全ての small colimitを createする．

を満たすものをいう．

以下では，prequotient をその essential image そのものであるかのような言葉遣いをしてしまうことに
する．
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Lemma 12.2 (quotinetは prequotient). topos E の quotientは prequotientである．

Proposition 12.3 (prequotient の完備束). topos E について，E の prequotient からなる任意のクラスに
ついて，その共通部分は再び prequotientになる．特に，E の prequotient(の essential image)全体は，包含
関係に関して (possibly large)完備束を為す．

Proof. full subcategory が prequotientになるのは，essential imageが finite limitと small colimitで閉じ
ていることと同値である．

Corollary 12.4 (prequotient の生成の存在). topos E と，E の object からなるクラス S ⊂ ob(E) につい
て，S を含む最小の prequotientが存在する．

この，prequotientの生成について少し考えていく．

Definition 12.5 (prequotientの生成). topos E と，E の objectからなるクラス S ⊂ ob(E)について，S を
含む最小の prequotientを 〈S〉と書く．

Definition 12.6 (生成前順序). topos E と，E の objectからなるクラス S, S′ ⊂ ob(E)について，S � S′ を

S � S′ ⇐⇒ 〈S〉 ⊂ 〈S′〉

で定める．S � S′ かつ S � S′ のことを S ' S′ と書く．

この二項関係 � は前順序をなす．関連する集合演算に関しては [15] に書いた．X,Y ∈ ob(E) について，
{X} � {Y }のことを単に X � Y と書くなどの略記をしていく．

Lemma 12.7 (直和分解). cocomplete topos E と, E の対象の (smallな)族 {Xλ}λ∈Λ について，

{Xλ}λ∈Λ '
⨿
λ∈Λ

Xλ

Proof. {Xλ}λ∈Λ �
⨿

λ∈Λ Xλ は簡単．{Xλ}λ∈Λ �
⨿

λ∈Λ Xλ は，次の pullback

Xλ 1E

⨿
λ∈Λ Xλ

⨿
λ∈Λ 1E

!

⌟

index

を考えればいい．

section 4でやっていたことは，本質的にはこの前順序の調査であった．同様の議論を，写像のトポス Set2
op

で生成前順序の言葉を明示的に用いて行ってみる．

Example 12.8 (写像トポスの (pre)quotientの決定). 任意の写像 X → Y は Y の各元ごとに分解すること
で，一元集合への写像 Z → 1の直和として書ける．基数 κごとに一意的な写像 κ→ 1を (topos Set2

op の対
象らしく)Xκ と書くことにする．つまり， Set2

op の対象は基数の族 {κλ}λ∈Λ を用いて
⨿

λ∈Λ Xκλ
と書ける．

X1 は terminalなので minimum prequotientに入っている．別の言い方をすれば，X1 は �に関する最小元
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であり，さらに別の言い方をすれば X1 ' ∅である．任意の基数 κについて，⨿
α∈κ

X0

⨿
α∈κ

X1 Xκ

なる coequalizer diagramが存在し，従って X0 � Xκ となる．また，2以上の任意の基数 κについて，

X0 X1 Xκ

なる equalizer diagram が存在し，従って X0 � Xκ となる．結果として，2 以上の任意の基数 κ について
X0 ' Xκ となる．

X1 ≺ X0 ' X2 ' X3 ' · · · ' Xω ' . . .

上の Lemmaより，任意の prequotient は Xκ の形の対象からなるクラスで生成されるので，prequotient

は 〈X1〉と 〈X0〉しかあり得ない．これらは 2の連結性から保証される (section 6) quotient Set2
op

←↩ Setと
自明な quotient Set2

op

←↩ Set2
op である．従って quotientもこれらしかない．

この手法は全ての対象が連結成分へ直和分解されて，さらに各連結成分がかなり単純な形をしていることを
利用している．

13 Solid monoids

連結稠密関手について理論的に調べるモチベーションがあるが，そのためにも具体的な連結稠密関手を見て
いきたい．この節では，加法モノイド Nからの連結稠密関手 N→ C(の一部)を調べたい．
連結稠密関手 N→ C を bo (bijective on objects)-ff (fully faithful) 分解 N→ M → C すると，M は一点
圏なのでモノイドである．また，M → C が誘導する geometric morphismは connectedかつ embeddingな
ので圏同値を与えている (M → C は cauchy equivalent)．ゆえに，quotient toposの文脈で興味があるのは
モノイドへの連結稠密関手である．以下，NからモノイドM への関手 (モノイド準同型)であって連結稠密な
ものを決定する．この問題は，[3]や [14]における solid ringの問題のモノイドに関する対応物とも考えられ
る*14．そこで，以下では連結稠密なモノイド準同型 N→M のことを solid monoidと呼ぶことにする．

Nからの solid monoidの例を出す．

Example 13.1 (剰余モノイド). まずは Nの剰余，つまり Nからの全射モノイド準同型を考える．言い換え
れば Nからの regular epimorphismを考える．Nの剰余モノイドは，N自身であるか，一元 x生成自由モノ
イド {xn | n ∈ N} ∼= Nを一つの関係式 xa = xa+k で割ったものである．ここで，a ∈ Nで，0 < k ∈ Nであ
る．これを (a, k)型のモノイドということにする．Nのことを (∞,−)型のモノイドとも呼ぶことにする．語
法を明確にするために例を出すと，(0, k)型のモノイドは群 Z/kZと同型であり，(1, 1)型モノイドは 2元体
と積のモノイド (F2,×, 1)と同型である．剰余モノイドM の視覚化として，M の元を頂点にもち，M の元 y

ごとに y と yxをつなぐ辺をもつグラフを書いておく．下のグラフは (3, 4)型モノイドのグラフである．一般
に (a, k)型のモノイドは長さ k のループに長さ aの尻尾がついた形をしている．

*14 Zが環の圏における initialであるのに対し，Nはモノイドの圏における initialではないのでこの点では類似は成立していない
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Example 13.2 ((a,∞) 型モノイド). 上の example 以外にも solid monoid が存在する．a ∈ N について，
まず，(a, 0)型モノイド {x0, x1, . . . , xa(= xa+1 = . . . )}と加法モノイド (群)Zの直積モノイドを考える．そ
の部分モノイドとして

{(xi, i) | 0 ≤ i ≤ a} ∪ {(xa, j) | j ∈ Z}

を考えると，i 7→ (xi, i)は Nからの連結稠密なモノイド準同型を与えている．語法を明確にするため例を出
すと，a = 0のときは Zと同型になる．a = 3のときは，R上の 3× 3行列と積のモノイドM3(R)のうち，

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1


と 

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1


で生成されるモノイドである．
このモノイドを a = 3のときに同様に視覚化すると，

. . . . . .

となる．このモノイドは，(a, k) 型モノイドにおいて長さ k のループを k → ∞ としたように見えるので
(a,∞)型モノイドと呼ぶことにする．

連結稠密関手はある種の epi性であった．この視点から，関手 φ : N→ M が連結稠密であることは，φ(1)

がM を生成していることと類似しているかもしれない．生成元の概念を拡張した概念を考えて，(この文章で
だけ)接続元と呼ぶことにする．

Definition 13.3 (接続元). モノイド M の元 x ∈ M が右接続元であるとは，任意の y ∈ M について
a, b ∈ Nが存在し

yxa = xb

となることを言う．左接続元も双対的に定める．

Example 13.4 (生成元は接続元). M が群なら，接続元は群の生成元のことである．また，M が単にモノ
イドのとき，モノイドの生成元とは aとして必ず 0をとれるような接続元のことである.
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Lemma 13.5 (連結稠密なら接続). φ : N → M をモノイドM への連結稠密関手とし，x := φ(1) とする．
このとき xは右接続元でも左接続元でもある．

Proof. 連結稠密関手の定義を用いて直接確かめられる．y, z ∈M の間の ∃a, b ∈ N, yxa = zxb という関係が
同値関係を定めることに注目し，連結稠密関手の定義を用いて任意の y ∈ M と単位元 eM がこの同値関係で
繋がれることを帰納的に証明すればいい．

接続元の概念だけでは連結稠密関手は捉えられていない．例えば，次の例で見るように接続元は生成元だけ
でなく吸収元を拡張した概念とも捉えられる．

Example 13.6 (吸収元は接続元). モノイドの吸収元とは a, bとして両方 1を必ずとれるような接続元のこ
とである．例えば，任意の環 Rについて (R,×, 1R)は 0R を吸収元にもつ．

このように，x := φ(1)に関する条件としては接続元であるだけでは不十分である．
xが右逆元をもつ (right invertible である)必要十分条件は x∗ : M → M が全射なことである．右逆元の
存在に関するこの必要十分条件を少し弱めたものを考える．右逆元の存在と x∗ : M → M の全射性が同値で
ある証明において重要なことは，x∗ : M → M の像に単位元 eM が含まれていることだが，次に考える条件
はちょうど単位元を無視したものである．つまり，x∗ : M → M の像に単位元以外の全ての元が含まれると
いう条件である．

Definition 13.7 (almost invertible). モノイドM の元 x ∈ M が almost right invertible であるとは，単
位元でないような任意の y ∈ M についてある y′ ∈ M が存在し xy′ = y となることをいう．almost left

invertibleも同様に定義する．

Lemma 13.8 (連結稠密なら almost invertible). φ : N → M をモノイド M への連結稠密関手とし，
x := φ(1)とする.このとき，以下のいずれかが成立する．

• xは right invertibleである．
• xは left invertibleである．
• xは almost right invertibleかつ almost left invertibleである．

特に，xは almost right invertibleであるか almost left invertibleであるかの少なくとも一方が成立する．

Proof. 双対的な議論により，xが almost right invertibleでないと仮定して xが left invertibleなことを証明
すればいい．xが almost right invertibleでないと仮定する．このとき，単位元でない y ∈M が存在し，任意
の y′ ∈ M について y 6= xy′ である．従って，Facϕ(y)において (eM , y)と (y, eM )が同一の連結成分にいる
ためには，((eM , y)からは identityでない射が伸びていないので (eM , y)への射を考える必要があり)eM = lx

なる l ∈M が必要であり，従って xは left invertibleである．

ここまでの x := φ(1)の性質に関する考察を助けに借りて，solid monoidsを分類していく．

Lemma 13.9 (二種類の solid monoid). solid monoid φ : N→ M について，φは全射であるか単射である
か少なくともどちらかが成立する．

Proof. 双対的な議論より，xは almost left invertible であるとして良い．φが単射でも全射でもないと仮定
し，矛盾を導く．x := φ(1)とする．φが単射でないという仮定より，a ∈ Nと k > 0で xa = xa+k なるもの
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がとれる．任意に y ∈ M \ φ(N)を取る．xは右接続元なので，十分大きい n ∈ N についてある c ∈ Nが存
在し yxnk = xc となる．xは almost left invertibleなので，y /∈ φ(N)より帰納的に y = zxa なる z ∈M が
とれる．すると，

y = zxa = zxa+nk = yxnk = xc ∈ φ(N)

となり，y /∈ φ(N)に矛盾する．

φ : N→ M が全射なときはM は Nの剰余モノイドなのでもう形はわかっている．問題は φが単射なとき
である．

Lemma 13.10 (φ が単射なときの導来群). solid monoid φ : N → M について，φ が単射であるとする．
x := φ(1)とする．このとき，ρ : M → Zを y ∈M について

xayxb = xc

なる a, b, c ∈ Nを用いて ρ(y) = c− a− bと定義する．この定義は well-definedであり，さらに ρ : M → Z

はモノイド準同型を与えている.

Proof. まずは，ρ の well-defined を示す．つまり，上記のような a, b, c は少なくとも一つ存在し，さらに
ρ(y) は a, b, c の取り方に依存せず定まることを示す．a, b, c は少なくとも一つ存在することは，x が接続元
なことから (a = 0 という制約もしくは b = 0 という制約を課したとしても)ok．a, b, c の取り方に依存せず
定まることを確かめる．xayxb = xc かつ xa′

yxb′ = xc′ として，c − a − b = c′ − a′ − b′ を示したいが，
max(a, a′),max(b, b′)へと揃えることで a = a′, b = b′ の時のみ示せば十分である．このときは φが単射なこ
とから c = c′ となり ok．これで写像 ρの well-definedがわかった．
次に ρ : M → Z がモノイド準同型を与えていることを示す．双対的な議論より，x は almost left

invertible であるとして良い．y0, y1 ∈ M を任意にとる．この時，仮に y0 ∈ φ(N) なら話は簡単である．
実際，y0 = xρ(y0) となることに注意すれば xay1x

b = xa+ρ(y1)+b なる a, b ∈ N を用いて xay0y1x
b =

xa+ρ(y0)y1x
b = xρ(y0)xa+ρ(y1)+bなので ρの定義より ρ(y0y1) = ρ(y0)+a+ρ(y1)+b−a−b = ρ(y0)+ρ(y1)

である．一方，y0 /∈ φ(N)の場合を考える．xay1x
b = xa+ρ(y1)+b なる a, b ∈ Nと xcy0x

d = xc+ρ(y0)+d なる
c, d ∈ Nをとっておく．さらに，xは almost left invertibleであるので，z ∈M であって y0 = zxa なるもの
が取れる．すると，

xcy0y1x
a+b+d = xc(zxa)y1x

bxa+d

= xczxa+ρ(y1)+bxa+d

= xczxaxdxa+ρ(y1)+b

= xcy0x
dxa+ρ(y1)+b

= xc+ρ(y0)+dxa+ρ(y1)+b

と変形し ρの定義を用いると ρ(y0y1) = ρ(y0) + ρ(y1)が確認できる．ここで，xの肩には非負整数しか乗っ
ていないことに注意．これで，ρ : M → Zがモノイド準同型であることが示せた．

さらに，ρ(x) = 1とM の導来群が Zの剰余群であることから，ρ : M → ZはM の群化 ηM : M → D(M)

と (up to canonical isoで)一致していることもわかる．
これらの準備のもと，solid monoidを決定する．
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Theorem 13.11 (solid monoidの決定). 任意の solid monoid φ : N→M について，M は Example 13.1,

13.2で挙げた可算個の solid monoidのいずれかと同型である．

Proof. まず，Lemma 13.9 より φは全射であるか，単射である，全射な時は Example 13.1の形になってい
るので ok．以下，φは単射であるときを考える．Lemma 13.8より，x := φ(1)について

1. xは right invertibleである．
2. xは left invertibleである．
3. xは almost right invertibleかつ almost left invertibleである．

のいずれかが成立する．
1: x が right invertible なとき．このとき，x の右逆元 r ∈ M つまり xr = eM なる r を取る．任意の

y ∈M について，xは接続元なので yxa = xb なる a, b ∈ Nが取れる．すると

y = yxara = xbra

となる．Lemma 13.10におけるモノイド準同型 ρ : M → Zを持ちいれば ρ(y) + a = bであるので，

y =

{
xρ(y) (ρ(y) ≥ 0)

r|ρ(y)| (ρ(y) ≤ 0)

となる．ρ(r) = −1であることに注意すると，ρ : M → Zは全単射であることがわかり，結果としてM は Z

と同型である．
2: xが left invertibleなとき．1と同様にM は Zと同型である．
3: xが almost right invertibleかつ almost left invertibleであるとき．このとき，ρ : M → ZはM \φ(N)

に制限すれば単射M \ φ(N) ↣ Zになる．まずこのことを示す．φ(y0) = φ(y1)なる y0, y1 ∈M \ φ(N)を任
意にとる．このとき十分大きい n ∈ Nを取れば，xの接続性と ρでの値を考えることで

xny0 = xρ(y0)+n = y0x
n

となり，同様に
xny1 = xρ(y1)+n = y1x

n

となる．以下，c := ρ(y0) + n = ρ(y1) + n (≥ 0)とする．さらに，xが almost right invertibleかつ almost

left invertibleであることと y0, y1 /∈ φ(N)を繰り返し用いて，y0 = z0x
c, y1 = xcz1 なる z0, z1 ∈ M が取れ

る．このとき

y0 = z0x
c

= z0x
ny1

= z0x
n+cz1

= y0x
nz1

= xcz1

= y1

となり，y0 = y1 がわかった．
ρ の制限射 M \ φ(N) ↣ Z が単射なことを用いて solid monoid の分類を終わらせにかかる．もし

ρ : M → Z の image ρ(M) が Z 全体でないなら，φ : N → M は全射でなければならない．なぜなら，
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φ : N → M が全射でないなら xが almost invertible なことを用いて ρが全射であることがわかるからであ
る．φ : N→M は今単射であるときを考えているので，ρ : M → Zの image ρ(M)が Z全体でないなら，M
は Nと同型になる．証明の残りでは ρが全射なときを考える．
残り，考えるべき状況を整理すると，φ : N→M が単射で ρ : M → Zが全射で xが almost right and left

invertibleなときである．このとき，各整数 n ∈ Zについて wn ∈ M を以下の 2条件を満たす元として定義
する．

• ρ(wn) = n

• ρ(z) < 0なる z ∈M と a, b ∈ Nが存在して xazxb = y となる．

この二つの条件を満たすような wn ∈M はちょうど 1つ存在する．存在は ρの全射性から n < 0についてす
ぐにわかり，非負の n ≥ 0については wn := w−1x

n+1 とすることでわかる．uniquenessも，まず n < 0に
ついては (φ(N)の元での ρの値は非負なので)すぐにわかる．非負な n ≥ 0と条件を満たす w について，x

は almost invertibleなので (さらに w の満たしている条件の二つ目を用いて)w = zxn+1 なる z ∈M が取れ
る．ρ(z) = −1なので z = w−1 となるしかなく，w = w−1x

n+1 となる．wn がちょうど一つ存在することが
わかった．一意性を用いると，

wnwm = wn+m

wnx
a = wn+a

xawn = wa+n

xaxb = xa+b

であることがわかる．ここで n,m ∈ Zで a, b ∈ Nである．M = φ(N) ∪ {wn | n ∈ Z}であることに注目す
ると，wa = xa なる最小の a(存在は xの接続性からわかる)を用いてM は (a,∞)型のモノイドと同型なこ
とがわかる．これで solid monoidの分類が終わった．

x0

x1

x2

x3 x4
. . .

w−2 w−1 w0 w1 w2 w3 w4

. . .

14 colevels of a topos

[8] では，与えられた topos の subtopos のうち，embedding が essential geometric morphism なものを
level of toposと呼んでいる．同様の定義を quotientについて与える．

Definition 14.1 (colevels of a topos). topos E の colevel とは E の quotient E ←↩ Q であって対応す
る connected geometric morphism E → Q が essential であるものをいう．同値なことだが，単に E の
bireflective subcategoryのことである．
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以下，連結稠密のことを lax epi functorと呼ぶ．

Example 14.2 (lax epi は colevel を誘導する). functor F : C → D が前層圏の間に誘導する essential

geometric morphism SetC
op

→ SetD
op が connected なのは F が lax epi のとき．例えば，13 章での solid

monoidsは離散力学系のトポス SetN
op の colevelを与える．

では，9章の quotientのクラスにおいて，colevelはどこに位置するかを考える．結論は次の Hasse図のよ
うになる．

prequotient

quotient

hyper

super

colevel

atomic

colevel =⇒ quotientは colevelの定義よりわかる．atomic =⇒ colevelは [6] の Aの Corollary 2.2.10 か
らわかる．colevelと hyperや superの間に包含関係がないことを見る．

Example 14.3 (colevelだが hyperでない quotient). Example 5.5における quotient SetN
op

→ SetZ
op は

(lax epiに誘導されているので)colevelであるが，これは hyperでない．実際，SetNop

←↩ SetZ
op の (essential

)imageが subobjectで閉じていないことが次のように確認できる．

−3 −2 −1 0 1 2 3
. . . . . .

は essential imageに入っているが，その subobjectである

0 1 2 3
. . .

は essential imageに入っていない．

Example 14.4 (superだが colevelでない quotient). Example 9.8で既に挙げている．

これで，包含関係がわかった．

15 colevels of a presheaf topos: 連結稠密関手再考
この節の内容は (些細な精密化はあるものの)論文 [4]によるものである．
一つ名前を導入しておく．
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Definition 15.1 (bole functor). small category間の functor F が bole functorであるとは，F が bijective

on objectsかつ lax epimorhismであることを言う．

[4] は，豊穣圏論的な文脈で前層圏の simultaneously reflective and coreflective subcategory が全て bole

functorから誘導されていることを証明している．この節では，この事実の Set豊穣版を少しだけ精密にみて，
次の定理を証明する．

Theorem 15.2 (colevels of a presheaf topos ↔ bole functors). 小圏 C について，C からの bole functor

は SetC
op の colevelを誘導するが，この対応は bole functorsの同型類と colevels(の同値類)の間の一対一対

応を与える．

Proof. まず，逆向きの構成を考える．つまり，前層圏 SetC
op とその colevel SetC

op

←↩ Q

SetC
op

Q

L

R

M

(L aM a R)に対して，bole functor P : C → D を構成する．P は，

C SetC
op

QyC L

の bo-ff factorization

C D

SetC
op

Q

yC

P

ι

L

の boパートとしてとる．P が lax epiであり，さらに元の colevel Qと圏同値な colevelを inducesすること
は，ιが tiny objectsからなる dense full subcategoryであることを見れば良い．詳しくは [4]に書いてある．
一方，任意の bole functor P : C → D について，次の up to natural isoで可換な図式

C D

SetC
op

SetD
op

yC

P

yD

LanPop

∼=

を見ると実際に逆向きの対応を与えていることがわかる．

Example 15.3 (solid momoids). 特別な例として，モノイドM 作用のトポス SetM
op の colevel はM か

らの lax epi なモノイド準同型と一対一に対応する．例えば，SetN
op の colevel は 13 章での意味の solid

monoidsと一対一に対応する．特に可算無限個である．

16 Top-enrichments induce hyperconnected geometric morphisms

topological group actionのトポスは，[10]においても何箇所でも取り上げられているように，よく調べら
れている．
この文章でも 4 で扱ったように，group G 上の topology は群作用トポス SetG

op の hyperconnected

quotientを与えていた．
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[12]では群だけでなくモノイド上の topologyへ同様の話を一般化し，topological monoid actionのトポス
を調べている．この章では，モノイドからさらに圏へ一般化する．ちなみに [12]の 5.4節 (約 0.5ページ)で
は topological categoryへの拡張を考え得るとしており，大体の方向性が示唆されている．ここで提案されて
いる topological category の概念は，Top-internal category に近い方向性である．一方，この章で考えるの
は Top-enriched categoryの方向である*15

Definition 16.1 (topological structure). 小圏 C 上の topological structure (以下，top.str)とは，各 hom-

set C(X,Y )上の topology OX,Y の族 O = (OX,Y )(X,Y )∈ob(C)2 であって，任意の X,Y, Z ∈ ob(C)について
合成写像

C(Y, Z)× C(X,Y )→ C(X,Z)

が連続になるものを言う．ここで，domainでは直積位相を考えている．

Remark 16.2 (豊穣圏として). small category with a topological structureは，単に small Top-enriched

categoryのことである．ここで，Topは productで monoidal categoryとみなしているが，Topは CCCで
ないので普通豊穣圏を考えるような圏 (Bénabou cosmosのつもり)ではないことには注意．

Definition 16.3 (continuous action). small category C と C 上の top.str Oについて，presheaf P : Cop →
Setが O-continuousであるとは，任意の X,Y ∈ ob(C)について，

PY × C(X,Y )→ PX

が連続なことをいう．ここで PX,PY は離散位相で C(X,Y )は OX,Y で位相空間とみなし，さらに domain

は直積位相を考えている．
O-continuous presheavesからなる SetC

op の full subcategoryを Cont(C,O)と書く。

これから示したいのは、SetC
op

←↩ Cont(C,O) が hyperconnected quotient を与えることである。そのた
め、O-continuityの分かりやすい同値条件が欲しい。次に定義する transition setはその道具であり、Morgan

Rogersの [12]における necessary clopenの概念に対応するものである。

Definition 16.4 (transition set). small category C 上の presheaf P について、X,Y ∈ ob(C) と x ∈
PX, y ∈ PY に関する transition set Tx,y を

Tx,y := {f : X → Y | x = yf}(⊂ C(X,Y ))

として定める。

Remark 16.5 (category of elemets の hom set として). transition set Tx,y は単に category of elements∫
P における hom set

∫
P ((X,x), (Y, y))のことである。

Lemma 16.6 (a criterion of O-continuity). small category C とその上の top.str O と C 上の presehaf

P : Cop → Setについて、以下は同値

1. P は O-continuous
2. P におけるすべての transition setは open

*15 あくまで推測だが，この章の内容は何かしらの意味でMorgan Rogersも知っているものと思っている．
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3. P におけるすべての transition setは clopen

Proof. まず、1 ⇐⇒ 2を示す。1の定義は PY × C(X,Y )→ PX が連続なことであった。PX,PY は離散
位相を考えているので、連続性の定義を書き下して変形すれば 2との同値性がわかる。2と 3の同値性は、

C(X,Y ) =
⨿

y∈PY

Tx,y

なる disjooint unionへの分解を考えればわかる。

Proposition 16.7 (top.str induce hyperconnected). small category C と C 上の top.str O について、
SetC

op

←↩ Cont(C,O)は hyperconnected quotientを与える。

Proof. Proposition 8.1を用いるため、

1. small coproduct

2. quotient

3. finite limit

で閉じていることを確認する。1は比較的簡単に確かめられる。非自明なのは 2と 3である。
2を示す。α : P → P ′ が presheafの epi射であって、さらに P が O-continuousであるとする。このとき

P ′ も O-continuousであることを示す。X,Y ∈ ob(C)と x′ ∈ P ′X と y′ ∈ P ′Y を任意にとる。この時、

Tx′,y′ =
∪

(x,y)∈α−1
X (x′)×α−1

Y (y′)

Tx,y

となるので Tx′,y′ も openの和集合となり openである。ゆえに P ′ も O-continuous。
最後に、3を示す。finite productと subobjectで閉じていることを証明すればいいが、subobjectは簡単。

finite productも、open setの finite intersectionが openであることからわかる。

逆の問題，つまり「presheaf topos の hyoperconnected quotientは全て top.strから得られるか?」には興
味があるが 2022/04の私は結論を知らない。状況証拠的に知っていることはいくつかある。

Example 16.8 (4章の例). 4章では、群作用のトポスに関してはすべて位相構造からやってきていることを
示した。

Example 16.9 (有向グラフトポスの hyperconnected quotient). 有向グラフトポス SetPar
op の hypercon-

nected quotientを考える．SetPar
op

←↩ Qが hyperconnectedなら，terminal object

とその subobject

はQに入っている．coequalizerで閉じているので，辺が全てループであるような有向グラフは全てQに入っ
ている．言い換えれば，bole functor Par → 2に誘導される hyperconnected colevel SetPar

op

→ Set2
op は
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最小の hyperconnected quotient である．Qがもしループでない辺を持つような有向グラフを一つでも含ん
でいたとする．このとき，Qは subobjectで閉じているので Qは有向グラフ

を含んでいる．結果，Qは次の二つの有向グラフ
,

を含んでいるが，これらは Par 上の二つの表現可能関手である．Q は small colimit で閉じているので，
density theoremよりQは SetPar

op 全体である．結果，SetParop の hyperconnected quotientは 2つである．
Par上の top.strは，2元集合 Par(V,E)上の位相のことであり，ちょうど 4つある．誘導される hypercon-

nected quotient は Set2
op

(が 3つ)と SetPar
op 全体である．Sierpinski space は全体と空集合しか clopenが

ないので，Lemma 16.6の 3番目の条件を考えると，誘導される hyperconnectedは密着位相を考える場合と
同じになる．

Example 16.10 (poset action topos). poset P について，P 上の hom setは高々 1元集合なので top.strは
自明な一つしか存在し得ない．逆問題が正しいと期待するならば，トポス SetP

op の hyperconnected quotient

は SetP
op 全体しか存在しないと期待するわけだが，実際にこの (poset P に関する特別なケースの)期待は正

しい．このことは，P 上の表現可能関手は terminal の subobject であることからわかる．(localic であるこ
とが大切．)

Example 16.11 (hyperconnected colevels of a presheaf topos are induced by top.strs). Example 8.10

に書いたように，bijective on objects and full functor F : C → Dについて誘導される geometric morphism

SetC
op

→ SetD
op は hyperconnectedであった．この hyperconnected quotientは C 上の top.strから誘導さ

れる．実際，各 C(X,Y )に対して
C(X,Y )→ D(FX,FY )

に関する initial topology を考えるとよい．ここで D(FX,FY )には離散位相を考えている．言い換えれば，
C(X,Y )の openは D(FX,FY )の subsetの逆像としてかける部分集合である．
さらに，SetC

op の hyperconnected な colevel は全てこの形で得られる．実際，Theorem 15.2 を用いる
と，hyperconnected colevel はある bole functor F に induce されるが，Example 8.10 より F の bof-f

factorizationを考えるとよい．
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17 co-Grothendieck and Grothendieck topos

18 Vopěnka principleのもとで prequotient = quotient

19 多分書く内容
19.1 安直はなぜうまくいかないのか 1: internal lex comonad

19.2 安直はなぜうまくいかないのか 2: factorization system

19.3 自然に考えるべきだが結論がつまらない考察

19.4 lax epi vs epiと colevelの数の上限
bo functorについて lax epi→epiと locally presentableなら co-well poweredを用いて数を上から抑える．

bo-epiなら lax epiかを解決し，case studyとしてモノイドを見る．
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20 うまくいったら書く内容
20.1 internal topological space

20.2 co-Grothendieck toposと idempotent adjunctionとなる Geometric Morphism

20.3 安直はなぜうまくいかないのか 3: lex comonadの idempotent化

20.4 preorderにおける類似問題

20.5 Boolean Quotient

20.6 Prequotient lattice of a poset action topos

21 勉強してからなんかあれば書くやつ
21.1 Toposes as Groupoidsとの関係

21.2 ionadとの関係

21.3 locally presentable category theoryとの関係

21.4 first-order modal logicとの関係

21.5 geometric logic的な解釈

22 個人的未解決な部分問題
定式化できた未解決な問題
Question 22.1. 全ての prequotientは quotientか

Question 22.2. bole functorは，実は bo epicと同値なのでは?

Question 22.3. Top-enriched categoryは hyperconnectedを誘導するか:Yes

Question 22.4. 前層圏の全ての hyperconnected は Top-enriched 構造からくるか?モノイドに限れば全て
になるか (いいえ．N→ Zの quotientは not hyper)．

Question 22.5. 全ての co-Grothendieck topos は Grothendieck か?その逆は (連結性見れば多分偽だけど
本当)?

Question 22.6. co-levels of a presheaf toposは smallこか？

これは，すごくそれらしい．bole functor を調べるが，monoid や圏の圏が cowell-powered かは acces-

sible category with pushouts 的にわかるようだ?(see:https://ncatlab.org/nlab/show/well-powered+

category)
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Question 22.7. locale mapはいつ quotientを誘導するか

Question 22.8. prequotient, quotient, hyper, super, atomic, essential の包含関係の決定

定式化できてない未解決な問題
Question 22.9. 全ての (Grothendieck topos) についてある対象が存在し，その上の internal topological

space(or locale)(の一部)と quotientは対応するか

Question 22.10. prequotient latticeは toposの内部のどんな順序を反映しているか．特別なケースについ
てはどうか

連想される問題
Question 22.11. 一般に，等式理論 T とそのモデルM について，M からの epi射 (co-subobject)の個数
は上から抑えられるか？ codomainの濃度は domainの濃度から相対的に抑えられるか?
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